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用遗传算法确定短序列正交多子波
关

潘 进 焦李成 陈 莉
(西安 电子科技大学雷达信号处理重点实验室

,

西安 7 100 7 1)

摘要 提出一种利用遗传算法来确定由短序列正交多尺度函数所生成的正交多子

波的方法
,

使寻找多子波的思路变得清晰而简单
.

关键词 多子波 短序列 遗传算法

多子波可以同时具有正交性
、

对称性
、

逼近阶和紧支撑
,

而这在单子波的情况下是不可能

的
.

对多子波性质的进一步研究已成为 目前工作的一个热点
.

确定多尺度函数所生成的多子

波是灵活运用多子波理论的一个重要环节
.

1 短序列正交多子波

设有 m 维多尺度函数 笋( t) 满足尺度伸缩方程

势( t )
=

其相应的多子波 必( t) 满足子波方程

必( r )
=

涯艺 、 、笋( 2卜 k )
,

( l )

径艺 g *笋( 2卜 无) ( 2 )

其中 势( t )
=
[笋

`
( ` )

,

价2
( t )

,

…
,

势m ( t )」T 和 沪( t )
=

[沪
`
( ` )

,

沪2
( r )

,

…
,

必m
( t ) j

T是 m 维 向量函

数
,

h*
,

g * ,

k ` 乙均为 m 、 m 矩阵卜
3 1

.

若

<笋( t 一 无)
,

价
`

( r 一 l )>
= 占* , ,爪

x 。 ,

并且

<笋(卜 无)
,

沪
’

( r 一 l ) >
= o m x 。 ,

(沪( t 一 k )
,

沪
`

( r 一 l ) >
= 占、

,

,几
x 。 ,

k
,

l 任 恶

则称 协( t) 为正交多尺度函数
,

并称 沪( t) 为 由 协( t) 生成的正交多子波
.

方程 ( l) 和 ( 2 )的系数

矩阵构成的序列 {h
*
}和 }g 、 }分别称为尺度序列和子波序列

,

它们决定了 价( ` )和 沪( t) 的性质
.

在一定的条件下川
,

多子波的设计问题转化为这两个序列的设计
.

正交多子波的构造
,

是子波

领域的一个重要研究课题
.

第 1个具有紧支撑
、

逼近阶和对称性 的正交多子波是由 eG or in mo
等人在 1994 年给出的 [’]

,

随后又出现了一些具有各种性质的正交多子波 s[,
6〕

.

最近
,

iJ agn 川给

出了正交多子波的参数表达式
.

他构造了一簇随参数向量 0 而变化 的尺度序列 } h
*
}和子波

序列 {g
*
}

,

应用时只需根据问题选定参数 向量 口即可同时求出 {h
*
}和 }g

*
}

,

而不必根据 {h
*
}去
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求 {g
*
}

.

因此这一结果给多子波的应用带来了方便
.

但它也还存在着两点不足
.

第 l
,

它只给

出了 m 二 2 时的参数表达式
,

而不适用于 m > 2 的情况
.

第 2
,

在很多情况下我们首先确定的

是尺度序列 {h
、
}而不是参数 向量 夕

.

这时
,

如果用文献「7」中的方法来确定子波序列 ! g
*
}

,

则

需要 由 { h
、
}求出 O

,

而这往往是困难的
.

基于以上考虑
,

本文提出一种利用遗传算法 由 {从 }求

}g
、
}的方法

.

我们称多尺度函数 势( t) 是短序列的
,

如果当 k 尹 。
,

1
,

2
,

3 时
,

h 、 = 0
.

同样
,

我们称多子

波 沪(t )是短序列 的
,

如果当 k 尹 o
,

1
,

2
,

3 时
,

g * = 0
.

由于当多子波的维数 m 较大时尺度序

列 { h
、
}中已有足够多的可调参数来满足实际需要

,

因此
,

短序列多子波 已包含了实际应用中的

多数情况
.

设 沪( )t 是一个短序列正交多尺度函数
,

必( t) 是我们要求的短序列正交多子波
.

令

lj,
* = 分 2/创 2j 一 k)

,

hgj,
* = 2左州刃 一 k) j

,

k 任 思

则 由( l )
,

( 2 )式可得

2左+ 3

吞
,

; =

乙hl
一 2

诱
十 1 , `

鸣
, ; =

习 g 卜 2

诱
* ,

,

, j
,

k 任 思 ( 3 )

在上式中
,

取 j = 0
,

并利用矩阵表示
,

可将 ( l) 式与 ( 2 )式合并成

h o h x h Z h 3

h o h l h Z h 3

( 4 )

门

l
.

z
esesl
lesesJ

01,曰月̀
.
..了.,

:
` .11.1J.1月1.

…
日

6矛2姆
`
2姆
` .

6矛

尸leseees

…J
se
es刀.esL

门lee

se

zee
se
.
.

Jl
weesesJ

:
内J,.1gg029 gg0 9 1

9 2 9 3

或者简记为

!之]
=

[g}
〔` 1」

·

( 5 )

其中 价。
,

协, 和 功。 分别是由 (4) 式中列向量族 九
, * ,

价,
,

*和物
, *
( k任助合并成的列 向量

.

H 和

G 分别是 势
。 和 必。 的表示矩阵

,

它们分别 由矩阵 hk 和 gk ( k = 0
,

1
,

2
,

3 )按 ( 4 )式中的排列而构

成
.

从尺度空间的角度看

基
,

而 1价乞
,

* 1 1 = l
,

2
,

…
,

丸
,

刹 i = 1
,

2
,

…

m
,

介任酬构成了

,

m
,

k 任酬构成 了尺度空间 v l 的一组规范正交

V I
的子空间 V0 的一组规范正交基

.

我们的 目的

则是要寻求多子波 沪( t )
,

使得空间

V0I
= s p a n

{必乙
,

* 1 1 = 1
,

2
,

…
,

m
,

无任 忿}

满足 V , = Vo e 巩
,

并且 {药
, * 1 1 二 1

,

2
,

…
,

m
,

无任酬构成了 叭 的一组规范正交基
.

如果我们

将 ( 5) 式看成是 V l 空间的基底变换式
,

则我们的 目的就是要在 H 的各行相互规范正交的条件

_
, 、

二 _ _ 二 _
、

.

…
、 、

二
_

.

「H l

卜
,

求 出矩阵 G 便得 ( 5) 中的基底变换矩阵 I _ l 成为正交矩阵
,

或者说
,

使得这一矩阵的各行
L
行

J
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相互规范正交
.

显然
,

这等价于如下的有限维问题
: 已知矩阵

,

l
...J

又

了几
2h

S 二

h o h l
h Z h 3

h o h l
( 6 )

的各行相互规范正交
,

即

h0 峪 + h l

叮 十 h Z

嘴
+ h 3

码
=

求 g * ,

k 二 o
,

1
,

2
,

3
,

使得矩阵

I
,

h0 叮 + h l

叮
二 0 ( 7 )

h o h l h Z h 3

9 0 9 1 9 2 9 3

h o h l

9 0 9 1

( 8 )

ō lesesles

es
teses

月

1

飞一ǎjhg22

,

九g

一

…
的各行也相互规范正交

.

设矩阵

A = 〔人。 ,

人,
]

,

丑 =

则有

「入2 ,

人3〕
,

x =
[ g

。 ,

g 」
]

,

r =
[ 9

2 ,

9 3
1 ( 9 )

A B
S 二

l

月A T + 刀刀T

A

= I
,

B

{
,

A B T 二 0
,

( 10 )

( 1 1 )

( 12 )

ǐ .leseseseslesesttesJ

By

BYAXAXres
`

eees
esL

一一T

由此
,

我们的问题转化为在 已知 ( 10) 式中的矩阵 5 的各行相互规范正交
,

即 ( 1 1) 式成立的条件

下
,

求 m x Zm 矩阵 X 和 Y
,

使得 ( 12 )式中的矩阵 T 的各行相互规范正交
.

2 理论分析

引理 1 设有 m x Z m 矩阵 A 和 B 使得 ( 10) 式中矩阵 S 的各行相互规范正交
,

则存在 ( Z m

一 厂 l 一 : 2
)

x Z m 矩阵 x 和 y
,

使得 ( 12) 式 中矩阵 T 的各行相互规范正交
,

其中
r , =

anr k( A )
,

r2

二

arn k ( B )
.

证 设 N ( A )和 N ( B )分别为矩阵 A 和 B 的零空间
.

由于

d im刃 (注 ) = Z m 一 : , ,

d i m N ( B )
= Z m 一 r Z ,

故

d i m N (A )
+ d im N ( B )

= 4 m 一 : 1 一 : 2
.

因为 N ( A )和 N ( B )都是 R Z”
的子空间

,

所以

d im [N ( A ) 自 刀 (丑 ) ] ) Zm 一 r l 一 r Z ,

由于 : l , r Z鉴 m
,

故 Z m 一 r ; 一 r Z妻 0
.

当 Zm 一 r l 一 r Z = o 时
, r , = r Z = m

,

矩阵 T 就是 S
,

从而结 -

论 自然成立
.

当 Z m 一 r l 一 r : > 0 时
,

取 X 是一个 ( Z m 一 ; 1 一 : 2
)

x Z m 矩阵
,

使得 x T
构成 了

N ( A ) n N ( B )的一个规范正交组
,

取 Y 是与 X 同样大小的零矩阵
,

则容易验证
,

X 和 Y 就是
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所求 的矩阵
.

引理 2 设 m x Z m 矩 阵A 和 B 使得 ( 1)0 式 中矩阵 S 的各行相互规范正交
,

则存在 (
r l +

r : 一 m )
x Z m 矩阵 x 和 y

,

具有 X T = A T “ ,

厂
= B T , 的形式

,

使得 ( 12) 式中矩阵 T 的各行相互

规范正交
.

其中
r l =

arn k ( A )
, r : 二 r a l l k ( B )

.

证 我们用符号 R ( P )表示矩阵 P 的值域空间
.

由于

d i m尺 (从
T
) + d i m尺 (BB

T
)

= : 1 + ; : = m + (
; , + r : 一 m )

,

而 尺 (从
T
)和 尺 (朋

T
)都是 尺m 的子空间

,

所以 d i m仁尺 (从
T
) 自 尺(朋

T
)」〕 r l + ; : 一 m

.

由于

r l + r : = r a n k ( A ) + r a n k ( B )
= ar n k (从

T
) + r a n k (朋

T
) ) : a n k (从

T +

朋
T
)

= m
,

故
: l + r Z 一 m ) 0

.

当 : 1 + r Z 一 m 二 o 时
,

矩阵 T 就是 S
,

从而结论成立
.

当
r l + r Z 一 m > o 时

,

设
。 任尺(从

T
)门尺 (朋

T
)

,
e 尹 。

,

并且
。 =

从
T u = 一

朋
T ,

.

令 x T = A T u ,

夕 T = 丑 T v ,

则

七
T + yB

T =

从
T u +

朋
T v = o

,

砂
T = u TA刀 T v = o

,

因此
,

矩阵仁x y 」可使矩阵 T 的各行相互正交
.

由于对 〔x 列进行规范化并不会影 响 T 中各行

的相互正交性
,

故可设「x 列本来就是规范的
.

由于

r a n k

{ [
A

l{
= ar n k ( 、 )

= : 1 ,

ar n k

{{
“
1{

二 r a n k ( , )
= r Z

\ “
x

J , \ “
y

J /

By门」。ó
.

y
_ _

_
_

「A l
_

「B 1
.

_
.

.

…
_

.

_ _

_ _
.

_ _
. _

_ .

r A l
_

所以用 }
_

} 和 } }分别替换 A 和 B 时
,

沂小 同的只是矩阵 }
_

} 和
` 人 J “

y
J “

4
j

的行数多 1
.

若
r , + ; : > m + 1

,

则重复上面的推导可以得到另一个〔x

!
的行数要 t匕̀ 和 ’

.

这一步骤可以重复
r , + : : 一 m 次

.

因此我们可以得到
; , + ; : 一 m 个形如 [ x 夕」的行矩阵

,

它们构成 了两个 (
: 1 + : 2

一 m )
x Z m 矩阵 X 和 Y

,

可以证明 X 和 Y 就是所求的矩阵
.

事实上
,

设「x l y ,」和「x : y Z」分别

是第 1 次 和第 2 次 得 到 的行矩 阵
,

则 对
二 A 、

1 ,

即 x ,
是 A 中各行 的 线性 组合

,

而

r A I T r A I

刘
=

以
I

J
“ ,

,

即 ` ,
是 {

二 ,

] 中各行的线性组合
,

从而 ` ,
也是 A 中各行的线性组合

·

依此类

推
,

x 中的每一行都是 A 中各行的线性组合
.

所以
,

存在矩阵
“
使得 X T 二 A T “

.

同理
,

存在矩

阵
, ,

使得 厂
= B T ,

.

定理 3 对于任意的短序列正交多尺度函数
,

总存在着短序列正交多子波
.

证 根据引言中的讨论
,

我们 的问题是在已知 ( 10) 式 中矩阵 S 的各行相互规范正交的条

件下
,

求 m x Z m 矩阵 X 和 Y 使得 ( 12) 式中矩阵 T 的各行相互规范正交
.

由引理 1 知
,

有 ( Z m

一 r l 一 r2 )
x Z m 矩 阵 x l 和 Y I ,

使得矩 阵 T 的各行 相互规 范正交
,

其中 X T的各列均 属于

!v ( A )自N ( 丑 )
,

y l 是零矩阵
,

由引理 2 知
,

有 (
; , + ; : 一 m )

x Z m 矩阵 x : 和 玖 使得矩阵 r 的

各行相互规范正交
,

其中 x 省
= A T · “ ,

玛
= B T ,

.

因为

[X
1 Y l」仁X : 2Y 〕T = X , X省

+ Y I Y歹
== X IA T u + r l刀 T v = o

,

YZ x 下
= o

,

r X 门 r Y
l
l

所 以
,

若令 X = l
_ _ `

}
,

Y 二 {
_ _ `

l
,

则 X 和 Y 是 m x Z m 矩阵
,

且使得矩阵 T 的各行相互规范
L X Z J

一

L Y Z J

正交
.

定理 3 保证了短序列正交多子波的存在性
,

为用遗传算法确定短序列正交多子波提供 了

理论依据
.
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3 算法

( 1) 通过求解矩阵方程

{盆}
x
一 O

而获得 N (A )自 N ( B )中的 Z m 一 r l 一 r:
个标准正交向量

.

( 2 ) 设 x
卜 A T u ,

y了
= B T v ,

〔x 夕]
=
仁x l 少r 」/ }} [ x

l y l〕 !}
,

其中
u 和 v 是待定的 m 维列

向量
.

设
z 。 == [ x 夕」

, ` == 〔A 刀」: 若

由于定理 3 保证了 im
n
}} : {{

二 o
,

所以我们可 以使用遗传算法来搜索
u 和 : ,

使得 1}

小
,

以至可以被认为是零
.

( 13 )

充分

( 3 ) 用 !圣1
和
!
”

1代替
, 和 ,

,

重复步骤 ( 2 )
.

“ 弄 “ `

y
J

这一过程可以重复
; l + : 2 一 m 次

,

以获得

引理 2 中的 (
r , + r Z 一 m )

x Z m 矩阵 X 和 Y
.

( 4 ) 设 X l 和 Y ,
是由步骤 ( 1 )所得到的 ( Z m 一 r l 一 r Z

)
x Z m 矩阵 X : 和 姚 是 由步骤 ( 2 ) 和

( 3 )得到的 (
r l + ; : 一 m ) x Zm 矩阵

,

则

112YYIJ八乙XX

[X Y〕 ==

就是所求的矩阵
.

4 实验

在实验中
,

我们设计了一个三维的尺度序列
:

、、!leseeweeeeeesz00斤
、

00任
、招招。招骊--2一一

八,à,

|̀|匕
、 、

涯一8

授一8

( 14 )

一ùh

、 、 l

es
月.

es
es

l
了

00招招行2一一臼ó脆
涯一8

`

。

〔
`

几
0

)
帆

=

浏
一

土
一

招 旦}
,

“ ’ 二

\ 一 7 3 0 7 3 /

可以验证
,

它所对应的是一个具有紧支撑
,

对称性和逼近阶的正交多尺度函数
.

对于该尺度序

列
,

按照 ( 9 )式定义矩阵 A 和 丑 后 ; ; 二 : 2 = 2
,

Zm 一 r , 一 r : = 2
, r , + r : 一 m 二 1

,

故 由算法的第 1

步可求出 2 个行向量
,

由算法的第 2 步可求出 1 个行向量
.

所得的正交子波序列为

0
.

《XXX )

一 0
.

6 124

0
.

3 5 36

一 0
.

7 07 1

0
.

3 5 36

0
.

306 2

0
.

(叉众 )

0
.

6 124

0
.

(X叉X〕

0
.

70 7 1

35 3 6

306 2}O0

00一
了犷l吸月̀es,口1、

gl =…
g

000

姗姗3062姗00003062
000000

了却沙̀、l月.、se胜、 、了

!1
.

1
、

9 0 =

9 2 =

.

0汉习 0
.

(乃为
.

(n 刃 0
.

(以X)

.

仪以 ) 一 0
.

306 2)
{
”

·

姗
O

·

姗
}

0
·

姗
”

·

姗
又一 0

.

306 2 0
.

3 5 36

O:

一 O

仪众 )
”

仪以)

.

306 2
,
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5 结论

本文给出了一种由尺度序列求子波序列的方法
,

该方法主要包含 了两个步骤
.

第 1 个步

骤是算法 3 中的 ( 1 )
,

即求出一个低 阶线性方程组的规范正交基本解
.

第 2 个步骤是算法 3 中

的 (2) 和 ( 3 )
,

它利用遗传算法逐个地求出所需的向量
.

遗传算法理论及本文的实验都表明
,

只

要遗传操作使用得当
,

算法的收敛速度是很快的
.

因此
,

本文的方法为正交多子波的构造提供

了一条新途径
.
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附录 实验 中所用的遗传操作步骤

按照算法 3
,

需要求出
; l + r : 一 m = l 个行向量 [ x y ]

.

设 x
卜 A T u ,

少卜 刀 T , ,

[ x y 卜 [x
l y ,

]川 } [x
l 夕 1

]

}1其中 “ 和 , 是待求的三维列向量
.

设 z 。 和 t 是由 ( 13) 式给出的向量
,

我们使用遣传算法来搜索 “ 和 , ,

使

得 日ltI 二 0
.

随着遗传算法的发展
,

遗传操作的步骤在不断地改进和完善
.

因此
,

解决问题时所使用的具体方案也不

尽相同
.

在本文的实验中
,

我们采用 了如下的遗传操作步骤
:

( l) 编码 考虑到 2 0 是一个单位向量
,

我们将每个绝对值小于 1 的实数近似表示为十进制小数
,

精确

到小数点后第 or 位
.

然后用一个长度为 n 的十进制数码表示该小数
.

数码左边第 i ( i 二 1
,
2

, 二 ,
10) 位与该

小数在第 i 位上的数值相同
,

最后的第 11 位中存放的是该小数的符号
.

(2 ) 初始种群的生成 经过编码后
,

问题的每一个近似解成为进化群体中的一个个体
,

该个体由 6 个

长度为 11 的十进制码构成
.

这 6 个码表示用矩阵 A
、

B 构造所求向量时
,

矩阵各行的组合系数
,

也就是待求

三维向量 “ 和 v 的分量
.

初始群体由随机产生的 21 个上述个体所组成
.

我们将这些个体分别编号为 1
,

2
,

”
’ ,

21
.

(3) 适应度计算 对于第 i 个个体
,

设其 6个数码所对应的小数分别为 “ 和 v 的各分量
,

则定义其适

应度为

f ( i )
= 一/ ( 1 + 11 t 11 ) ( i 二 l

,
2

,

…
,

20 )
,

其中向量 t 由 ( 13) 式给出
.

设 目前的种群为第 k 代种群
,

这代种群 中的最大适应度为 f( i 0 )
.

令 g ( k)
二

f( i0 )
,

则 g ( k) 就反映了繁衍到第 k 代时的最好进化程度
.

具体进化过程见图 1
.

为了防止退化现象
,

我们将具有最大适应度的个体复制成编号为 21 的个体
,

这一编号上的个体体现本代
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群体的最好进化情况
.

它将不经历下 面的交叉和变异过

程而直接参与下一代的选取
.

(4 ) 停机条件 当 ! g ( k) 一 1 } < 10
一 8
时

,

停机
.

( 5) 选取 设 M 和 m 分别为本代个体适应度的最

大值和最小值
.

对于第 i个个体
,

定义其相对适应度为

n.1é, .二n

g场

再( i )
二

.

2…(生皿卫 (

M 一 爪

= 1
,

2
,

…
,

21 )
.

nànU2
ùOooK

图 1 本代最高适应度 g (的随进化代数 k 的 当关 i( ) < 0
·

3 时
,

这一个体将被编号为 i。 的适应度最高

变化曲线 的个体所取代
,

其特性将不能遗传给下一代群体
.

(6) 交叉 对于每个编号为偶数的个体中的每一个

数码
,

在表示同一数值的数码中
,

随机产生一个与之配对的数码和一个交叉位
,

从而产生一个新的数码
.

(7) 变异 在每组表示同一数值的数码中
,

随机产生 2 个变异数码
,

对于这 2个变异数码中的每一个
,

随机产生 2 个变异位
,

从而产生 2个新的数码
.

( 8 ) 转向步骤 ( 3 )
.


